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518. 


SUR LA CONDITION POUR QU'UNE FAMILLE DE SURFACES 
DONNEES PUISSE FAIRE PARTIE D'UN SYSTÈME ORTHOGONAL. 


[From the Comptes Rendus de l'Académie des Sciences de Paris, tom. LXXV. (J'uillet— 
Décembre, 1872), pp. 177—185, 246—250, 324—330, 381—385, 1800—1803.] 


[Pp. 177—185.] 


1. Soir p=f(x, y, z) l'équation d’une famille de surfaces qui fait partie d’un 
système orthogonal. On sait que p satisfait à une équation à différences partielles du 
troisième ordre, et en suivant la route tracée par M. Levy, dans son excellent “Mémoire 
sur les coordonnées curvilignes orthogonales” (Journal de l'École Polytechnique, t. XXVI., 
pp. 157—200, 1870), je suis parvenu à trouver cette équation. | 


2. Je remarque que le théorème fondamental de M. Levy est, en effet, assez 
évident. Considérons une surface de la famille p: soit P un point quelconque de cette 
surface, et PT, PT,, PT, la normale et les tangentes aux deux courbes de courbure par 
le point P. Passons, suivant la normale au point P’ de la surface consécutive p+ dp, et 
soient P'T, P'T}, P'T}; la normale et les tangentes aux deux courbes de courbure par 
le point P’. Or, si les surfaces p forment partie d’un système orthogonal, évidemment 
PP sera élément d’une courbe de courbure d’une surface p, et aussi d’une surface p, 
des deux autres familles du système orthogonal, et PT, P'T; seront les normales à 
deux points consécutifs de cette courbe de courbure de la surface p,: et de même 
PT, et P'T; seront les 1.ormales à deux points consécutifs de cette courbe de courbure 
de la surface p, Donc PT, et PT} se rencontrent; et de même PT, et P'Ty se 
rencontrent. En se souvenant que PT, PT, sont perpendiculaires l’une à l’autre, et 
de même P’T}, P'T;, on voit sans peine que les deux conditions se réduisent à une 
seule. Réciproquement, si PT, P'T} se rencontrent (ou, ce qui est la même chose, 
PT, et P'T)), la famille p fera partie d’un système orthogonal; ce qui est le. théorème 
de M. Levy. 
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3. Soient (X, Y, Z) les fonctions dérivées de p du premier ordre; (a, b, c, f, g, h) 
celles du second ordre; (a, b, c, f, g, h, i, j, k, l) celles du troisième ordre, savoir : 


(X, Y, Z)= (0, dy, 0z) p, 
(a, b, c, f, g, h) = (0+, 0, 07, yOz, Os ady) Pp, 
(a, b, c, f,g, h, 1, 3, k, IE Orud OF 00e O0 Oz Oy) pds, Ode, Oy O0) P ; 
soient de plus 
A=2(Zh — Yg), F=X(c-h)+Yh-Zg, 
B=2(Xf-Zh), G=Y(a-c)+Zf — Xb, 
C=2(Yg-Xf) H=Z(h-a)+Xg — Yf, 
valeurs qui satisfont aux équations 
A+B+C=0 et (4, B, C F, G, HYX, Y, Z)ÿ°=0. 
Alors les tangentes PT, PT, sont données par les équations 


(A,:,B, CF, G; Ha y,\s) =0; 
Xæ + Yy+Zz=0, 


et en partant de ces équations, mais en supposant que pour le point P les valeurs 
de X, Y soient Æ=0, Y =0, M. Levy obtient comme condition de l'intersection dont 
il s'agit 


E a 4 efa ape 
dæ dy 


dody ZY Nm EE 


ou, ce qui est la même chose 
2fg (a — b)+ 2h (f?°— g?) -Z [(f—j)h + l(a- b)]=0; 


savoir: cette équation est ce que devient léquation cherchée du troisième ordre en y 
écrivant X =0, Y =0. 


4, Je passe à la recherche de l'équation générale; pour cela (X, Y, Z) dénotant 
comme auparavant, nous pouvons considérer ces quantités comme les coordonnées 
(mesurées du point P comme origine) d’un point sur la normale PT; soient de même 
X,, Y,, Z, les coordonnées d’un point sur la tangente PT, et X, Y, Z les 
coordonnées d’un point sur la tangente PT,. Il s'agit seulement des valeurs relatives 
de ces coordonnées; et celles de X,, Yi, Z, et X., Y,, Z, sont les valeurs de (x, y, 2), 
données par les équations 


(4, B, C, PF, G AI y, EN, 
Xa+ Yy+Zz=0. 
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Ces équations impliquent X,X,+ Y,Ÿ,+7,7%=0, et en se rappelant une équation 
déjà mentionnée, on a le système 
(4,..ÿZX, 7, Zÿ=0, 
(4. Us LE Yon. 
(d, ts, Ys: 2) = 0, 
XX: + Y, Y; + ZZ, =0, 
XX, + YY, +Z2Z, =0, 
XX, + YY, +2Z =0. 


L'origine étant quelconque, prenons (x, y, 2) pour coordonnées de P, et æ+ ôx, y + ôy; z + ôz 
pour coordonnées de P’; nous avons ôs : ôy : ôz2= X : Y : Z; et comme il ne s’agit 
que des valeurs relatives, nous pouvons omettre un facteur infinitésimal commun, et 
écrire simplement ôs, ôy, ôz= X, Y, Z. De même, en supposant qu’une fonction quel- 
conque w de (x, y, z) devient u+ ôu, en passant du point P au point P’, la valeur 


de ôu sera X S F y & +Z 4. ou, ce qui est la même chose, nous aurons 
dæ dy dz 
d d d YA i 2 
ô= X pt l'A mt z Dans tout ce qui suit, à aura cette signification. 


5. Cela étant, si pour un moment nous prenons £, 7, £ pour coordonnées courantes, 
et 0 pour un paramètre arbitraire, les équations de PT seront 


E=x+0X,, n=Yy+07;, = 2+ 02, 


et si cette droite rencontre PT;, alors en prenant £, ņ, Ẹ pour les coordonnées du 


point d’intersection, nous aurons 0 = ôs + X,ô0 + 05X,,...: ou en éliminant 68 et 6, 
0 = ôx, À, èx, , 
òy, Fis O: 
a 2, o 


ou, ce qui est la même chose, 


0= ZX, Z;, ôX, 
F, Y,, èY, 
Z, Z, 62, | 


Mais nous avons X, : Y, : Z= YZ,- ZY, : ZX, — XZ, : XY,- YX,: donc cette 
équation devient X,ôX, + Y,ôY, + Z,ôZ,=0. Or nous avons ò(X,X, + Y, Y, + 2:2.) = 0; 
l'équation trouvée peut done s'écrire sous la forme plus symétrique 


KeA, + Y òY; + Z:ôZ, azs (X,èX, + ror, + Z,5Z,;) = 0, 


équation qui exprime la condition pour l'intersection des tangentes PIS FE (où 
P T, 2» P. 1; 2). 
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6. Dans la démonstration précédente, je me suis servi du théorème de Dupin; 
mais il convient de remarquer qu’en partant du système orthogonal, et dénotant par 
X, Y, Z; X, P, Z; X., Y, Z, les dérivées de p, pı, pa, respectivement, il serait 
possible de déduire cette même équation des seules équations 

XX, +YY,+Z7Z%=0, 
XX,+YY,+72Z%=0, 
XX, + V,Y, + 22 = 0. 


En effet, l'équation fut démontrée de cette manière par R. L. Ellis, dans une 
démonstration du théorème de Dupin, publiée dans l'ouvrage de Gregory (Examples of 
the processes of the differential and integral calculus; Cambridge, 1841). Les premières 
deux équations donnent X : Y : Z=Y,Z,-— Y.Z, : ZX,-—2,X, : X,Y,—X,Y,; on a donc 
l'expression 


(32 — Y,2,) de + (ZX, — ZX) dy + (X,Y, — X,Y.) dz, 


intégrable par un facteur; ce qui donne 
(TZ, rz) g AmA ET aA AxN E.E 


Le terme en { } est égal à 


(uen A A S 
EPER 


et la somme qui correspond à la deuxième ligne de cette expression s'évanouit identi- 
quement; la première ligne peut s'écrire sous la forme X, — à. X,; donc, en rétablissant 
X, Y, Z au lieu de Y,Z,— Y.Z, ..., la condition devient simplement 


XGL- iLAN A A = 82.) = 0, 


Mais nous avons 


En i ain darian ltd En | rt 
DÉS En dy 12 a Tia PORT 

F AE E deo par: 2 
AL a Age Age Mdr + de” 


et ainsi òX, + àX += PURE, +Y,7,+22)=0; c'est-à-dire òX, =-— òX, et de même 
ô Y, =— òY., Z= — ôZ,, et l'équation trouvée se réduit à 
XX, + Yè, Y, + 28,7, =0, ou XX, + Y8 Y, + 28,2, = 0; 


on a de même 


X.X, + YY, + 282Z: = 0, ou XX + V6,Y + Ze = 0, 
et 


XX + Yò Y + ZZ =0, ou X.X, + Y.òY, + ZZ, = 0, 
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et ainsi l'équation dont il s’agit 
XÔX, + YÒY, +2,07, — (X.X, + YY, + ZZ) = 0. 


On ne savait pas auparavant la signification géométrique de cette équation. 


7. Dans la question actuelle, partant de cette équation, je rappelle que les valeurs 
de X, Y, Z, X,, Y., Zı sont celles de (x, y, z) données par les équations 


(4, B, C, F, G, Ha, y, zÿ=0, Xx+ Yy+Z2z=0. 
En supposant que ces équations donnent | 
XL: PV: A=U+U': VEV': W+W, 
A: PM A=U-VSs VV: AER 
la condition devient 


USU’ + V5V’ + WÈW’ — (USU + VSV + W'iW)=0. 


8. Pour effectuer la réduction de cette formule, nous avons besoin de plusieurs 
formules subsidiaires. J'écris 


(B0 -F:, CA—G, AB— H, GH-— AF, HF- BG, FG-CHYX, Y, Z7 
= (A, B, ©, 5, ©, HZ, T, Zý=-—ġ, 
et je dénote par (a), (b), (c), (£), (g), (h) les coefficients de À, dans la fonction 
(4, B, ©, F, G, HývY — pZ, AZ —vX, uX —XY)}, 


savoir, j'écris 
(a)= BZ? +CY? —-2FYZ, 


(b)= CX? +47? —2GZX, 
(c)= AY? +BX? -2HX7Y, 
(f)=-AYZ-FX +GXY+HXZ, 
(g)=-BZX+FXY-GY? +HYZ, 
(h)=-CXY +FYZ + GYZ — HĒ, 
où je remarque qu’en vertu des valeurs de À,... nous avons 
(a) + (b) + (c) = 0. 
Cela étant, nous avons les identités 
[(@), (h), (8)] (X, Y, Z)=0, 
[(b), (b), (£)] (X, Y, Z)=0, 
(8) @), (0)] (X, F, 2)=0, 
[) (c) - (€P, (c) (a) - (87, (a) (b)—(h}, (g) h) -— (a) (£), (h) (£) — 
=—(X*, Y?, 2, YZ, ZX, XY)#, 35 


œ) (8) © (g) — (c) (h)] 
C VII. 
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savoir, (b)(c)—(f}=-—X°2#,.... De plus 
(4, H, G)[@), (b), (8)]=- X (AX + $Y + 627) -#, 
(H, B, F) [(a), (b), (8)] = — Y (AX + $Y + ©2), 
(G, F, C) [(a), (h), (8) =- 2 (AX +Y +62), 
(4, H, G) [(h), (b), (£)]=-X (HX +8Y +87), 
(H, B, F)[(h}, b), (€)]=-Y (HX +87 +3Z)-ẹ, 
(G, F, C)[(h), (b), (£)]=-— Z (HX +8Y +32), 
(4, H, Œ Kg), (€), ()] =- X (6X + Y + EZ), 
(4, B, F)[(g), €), (c) ] =- Y (OX +8Y + 62), 
(G, F, OKg) €), (c)] =-Z (0X + 3Y +6Z)-¢; 


A (a)+ B (b)+ C (c) + 2F (£)+ 2G (g) + 2H (h) + 29 =0. 


aussi 


Multipliant cette dernière équation par l’un quelconque des coefficients (a), ..., et rédui- 
sant, on obtient six équations; mais je forme seulement celle qui se dérive de (g), 
savoir, nous avons 


(g) [A (a)+ B (b)+ © (c) + 2F(f)+ 2G (g) + 2H (h)] 
+ 2¢ġ (— BZX + FXY — GY: + HYZ) =0. 


Ici la seconde ligne est égale à 
2B [(f) (h) — (b) (g)] — 2F [(£) (g) — (ce) h)] + 26 [(¢) (a) — (8}] — 2H [(8) (h) — (a) (D), 
et l'équation est 
A (a) (g) + B[2(h)(f) — (b) (g)] + © (c) (8) + 2F (c) (h) + 2G (c) (a) + 2H (a) (£)= 0. 


Des équations (g)(h)— (a)(f)=— YZ, (h)(£)-— (b)(g)=-— ZX¢ġ, multipliant par 
— X, — Y et ajoutant, nous obtenons — (h) [(g) X + (£) Y] + (a) (£) X + (b) (g) Y = 2X YZ, 


c’est-à-dire 


(a) (£) X + (b) (g) Y + (c) (£) Z = 2X YZ. 
9. Je reviens à la question principale. A moins de se servir de quantités 


arbitraires qui rendraient les formules plus complexes, il wy a pas dexpression 
symétrique pour les valeurs de X, : Yı : Z et X, : Y, : Z,: et ainsi j'écris 


ZX, 4 YNY: (h)+Z Vo : (g)— Y V#, 
X, : Y, : Zi=(a) : (b)-ZV$ : (g)+ Y V9, 
et la condition devient 
[h) èZ — Zë (h) — (g) 8Y + Yè (g) V$ + [(h) Z — (g) Y] V$ = 0, 
ou, puisque 8 Vo = Ri Ôp, ceci est 


2 [(h) &Z — Zè (h) — (g) 8Y + V8 (g)] $ + [(h) Z- (g) Y] 86 =0, 
équation qui contient, comme nous le verrons, le facteur (a); et, en omettant ce 
facteur, l'équation deviendra symétrique. 
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J'écris 
(g) = A (g) +è (g) 8(h)=A(h)+8(h), p= Ap + $, 
en dénotant par A les parties qui dépendent de ÔX, òY, èZ, et par Ô celles qui 


dépendent de 84,.... La fonction à droite est ainsi la somme des deux parties 
Q, = 2 [(h) 87 — ZA (h) — (g) èY + YA (g)] $ + [(h)Z—(8) Y] A, 
Q,=2[ — Zò" (h) + YÒ (g)] $ + [b) Z — (8) Y] $, 


où cette seconde partie Q, est la seule qui, contient les dérivées de p du troisième 
ordre. 
10. Je réduis l'expression de Q,. Nous avons 
A (h) =(—'CY + F2) èX + (— CX + GZ ) òY + (FX + GY —2HZ) ôZ, 
A (g) =(— BZ + FY) òX + (FX —2GY + HZ) èY +(— BX + HY ) ôZ, 
et de là 
$Q = ¢{[(0— B) YZ +F (Y° — Z) èX +[- AXZ + G(Y? +2] èY +[AXZ+H(Y'+2?)] èZ} 
+4 [h)Z - (8) Y] Aġ, 
où la dernière ligne est égale à 
[(g) Y — (h) ZI KAX + HY + OZ) èZ + (OX + BY + F7) OZ +(OX + FY + CZ) èZ]. 
Ici le coefficient de òX est égal à 
(C — B) [(a) (£)— (g) (h)] + F(gŸ — (a) (c) — (h} + (a) (b)] 
+ [(g) Y — (h) Z] (AX + HY + ©2), 
où la seconde ligne est égale à 
-(g)(H, B, F)[(a), (b), (g)]+ b) (G, F, C)[(a), (b), (8)], 
et ainsi l'expression entière se réduit à 
(a) {- (B - 0) © + F [(b) - (c)] — H (g) + G(h)} 
c'est-à-dire le coefficient de 8X contient le facteur (a). 
Le coefficient de ôF est 
[- AXZ- F (Y° + Z] o+ [(8) Y- h) ZI(6X + 8Y +32), 
où la seconde partie est 


(g) {-¢-(H, B, F) [(h), (b), €); + (b) (G, F, C) [(h), (b), (£)]; 


on a donc les termes 
— ¢ [(g)+ AZX + G (Y° + 2?)], 
c’est-à-dire 
— ġ[(4 — B)ZX + FXY + GZ? + HYZ], 
35—-2 


www.rcin.org.pl 


276 SUR LA CONDITION POUR QU'UNE FAMILLE DE SURFACES DONNÉES [518 


et l'expression entière est ainsi égale à 
(4 — B) [(h) (£) — (b) (8)] + F C) (8) — (c) h)] +G [(a) (b) —(hy] 
+ H [(g)(h)— (a) (£€)] — (8) (H, B, F)[@), (), (£) 


, + (h) (G, F, C)[h), (b), (£), 
c'est-à-dire à 


A [(h)(f)] — (b) (g) — B (h) (£) + C (h) (£) + F[(b)—(c)](h)+ G (a) (b) — H (a) (£), 


ou enfin à 


A — (b) (8) + B — 2 (h) (£) + F [(b) (c)] h) + Ga) b)+ H — (a) (f). 
J'ajoute la quantité nulle 
A (a) (g) + B [2 (h)(£f)— (b) (g)]1+ C(c) (8) 
+ F2(c)(h) + G2 (c) (a) +H 2(a) (f), 
et, en réduisant au moyen de (a)+(b)+(c)=0 et A+B+C=0, le coefficient de 8Y 
MN = (8) {-(0— 4) (8) + H (D + GK) -0 F(h}, 
et, de même, le coefficient de 8Z est 
= (a) {— (4 — B) (h) — G (£) + F (g) + H [(a) — (b)}, 
ce qui achève le calcul de Q,. 
[Pp. 246—250.] 
11. Pour trouver Q,, nous avons 
ò (g) =— ZX8B + YXÔF — YG + YZGH, 
8 (h) =— X YC + XZòF + YZèG — Z°5H, 
õp =-—[(a) 84 + (b) èB — (c) C + 2 (£) ÒF + 2(g) èG + 2 (h) èH], 
et de là 
Q, = 2¢ [- XYZ (èB — 80) + X (Y? — Z) èF — Y (Y° + 2) òG +Z (Y: + Z3) 8H] 
+ [(g) Y — (h) Z] [(a) 84 + (b) èB + (c) 8C + 2 (£) èF + 2 (g) 8& + 2 (h) 8H), 
ce qui se réduit tout de suite à 
—[X (a) (f)+ Y (b) (g) + Z (c) (h)] (èB — èC) 
+ [(g) Y- (h) Z] [(a) 8A + (b) èB + (c) èC] 
+ 2 [Y (c) (h)— Z (b) (8)] èF 
+2(a)[F(c)-Z(f)  ]èG 
+2@[F(0-Z(@) 1èH. 
Les premières deux lignes se réduisent facilement à 


(a) [~ X (f) + Z(h)] (èB — 8C) + (a) [(g) Y — (h) Z] (84 — 50), 
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et la troisième ligne à 2(a)[Z(g) - X(c)]ôF. Donc l'expression entière contient le 
facteur (a), et nous aurons 
O, : (@)=- [X (Ð) +Z(h)] (8B — 80) 

+ [Y(g)-Z(h)] (ôA — èC) 

+2 [Z (g) — X (c)]oF 

+2[F (c)— Z (f) èG 

+ 2[Y (f) = Z(b)] ôH, 


expression qui se réduit sans peine à la forme symétrique sous laquelle je la présente 
dans léquation finale. 


12. Cette équation est Q, +Q,=0; savoir, en omettant le facteur (a), nous avons 


2 [{F [(b)- (¢)]- (B-C) €)-H(g)+0 h) }ôX 
+ {@[(c)- (a)}+ H (£)- (C-A) (g)-F h) èY 
+ {H [(a)- (b)] — @ (h) + F (g) — (A — B) (h)} èZ] 
— X (f) (èB — 5C) 
— Y (g) (èC — èA) 
— Z (h) (ôA — èB) 
+ {X [(b) — (¢)] — Y (h) + Z (g)} èF 
+ {X (h) + Y[(c)—(a)] — Z (£)} èG 
+{—- X (g) + Y(f)+ZT[(a)—(b})]} èH = 0. 

On se rappelle que à signifie 


d d d 


13. Pour déduire de là le résultat de M. Levy, j'écris d’abord ZX =0, Y=0; nous 


avons alors 
[(a), (b), (c), (£), (g), (h)] = (BZ, 42%, 0, 0, 0, — HZ>), 


et l'équation devient 
2[(AF — GH) èX +(— BG+FH)5Y]+HZ(SA — 8B)—Z(A-—B)ôlI = 0; 
mais ici 
(4, B, C, F, G, H)=[2Zh, — 27h, 2h, 0, — Zg, Zf, — Z (a — b)), 
et l'équation devient 


2 {[f(a— b)— 2gh]5X + [g (a—b)+ 2h] Y} — (a — b) (SA — èB) - 4hëH = 0. 
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Mais nous avons òX = gZ, ôY = fZ, Z = eZ, et, de plus, 

SA =287h—2g0Y = 27*+2(ch—fg)Z, 

òB = 2{5X — 25Z7h = - 217? — 2 (ch — fg) Z, 

òH = — ôZ (a — b) + gôX — fô Y = ( f —j) Z?+(-—ac + be — f? + g°) Z; 
l'équation est donc 
4 fg (a — b) + 4 (f£? — g?) h — (a — b) [41Z + 4 (ch — fg)] — 4h [— c (a — b) — (£ — g°) + (f —j) 71= 0, 
ou enfin 

2 fg (a — b)+ 2h (f? — g°)— Z[(f-j)h +l (a — b)] = 0, 
ce qui s'accorde avec le résultat cité. 
14. En changeant la signification de X, Y, Z, écrivons p= X +Y +Z, où X, Y, Z 

dénotent à présent des fonctions de x, y, z respectivement; en dénotant par X’, Y’, Z 
les fonctions dérivées de celles-ci, les fonctions premièrement représentées par X, Y, Z 


seront X’, Y’, Z’. Je cherche, au moyen de l'équation générale, la condition pour que 
la famille p =X + Y +Z puisse faire partie d'un système orthogonal. 


Dénotons par ZX”, X”, X” les dérivées de X, et de même celles de Y et Z, et 
écrivons, pour abréger, a, 8, y = Y” — Z”, Z” — X", X” — Y”, nous avons 
(a, b, C, f, g, h)=(2%", Y; 7”, 0, 0, 0), 
et de là 
(4, B, 0, F, G, H)=(0, 0, 0, — 4X; — BY", — y2), 
et, de plus, 
[(a), (D), (0), (£), (8), b) = [aX YZ, 28X TZ, WXYZ, 
X'( aX®?— BY” — yZ”), 
Y' (< aX” + BY” — yZ”), 
Z' (— aX” — BY” + yZ”). 
Nous avons aussi 
OX AY BEZNEA Y'Y”, L), 
(CA , dB, àC )}=(0, 0, 0), 
(èF : ôG x ÔH ) = [X (— ax: + DA ed aa y’ TAS 
yY (- BY” + WwW” 4 VA A ), 
gs (— yZ” + y’ ye ne, ZX'X7")|. 
15. Donc, dans l'équation générale, la première ligne est 
2[—-aX’.2X'Y'Z'(B-y)+7y YZ (—aX” +BY” -— yZ”) 
— BY'Z' (—aX” — BY”? +42) X'X", 
c’est-à-dire 


2X'Y'Z' . X" [— 2a (B— y) X” +y (-aX”+ BY” -yZ 
= B(—aX*- BY*+7%2")] 
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ou, ce qui est la même chose, 
2X'Y'Z'.aX” [(y— B) X” -— BY” + yZ], 
et la somme des premières trois lignes sera aussi = 2X'Y’Z’ multiplié par 
aX" (y — 8) A" 87° + yZ*] 
+ BY” [aX" + (a— y) Y” — y2] 
+ yZ” [-aX" + BY” +(8-a)Z”], 
savoir dans ce second facteur le coefficient de aX” est X” (y — 8) +BY” -— yZ", =— 28y, 


et de même les coefficients de BY et yZ sont —2ya, —2aß respectivement, donc 
le terme entier, ou première partie de l'équation est 


4X'Y'Z' (X"+ Y” + Z") (— aßy). 


Les termes en A, ôB, ôO s'évanouissent, et il ne reste que les termes en 
ôF, òG, ôH qui forment la seconde partie de l'équation. Le premier de ceux-ci est 


[4".2(8—-y)X'Y'Z'- Y'Z'(-aX*-BY"+7yZ") 
mi YZ’ (= ax? 4+ BY” ii Z"?)] x E dd (— bA ENA ue i bi * 
c'est-à-dire 
2X'Y'Z' (B - y) X” + BY” — yZ] (— X'a + Z'Z" — Y' Y”). 
On a donc 2X¥'Y’Z’ multiplié par 
[(8 — y) xX» +8Y”-— y2] (— La g'g" = 7") 

+[-aX"+(y-a) Y°+92%](- Y'8+ XX" —- 777) 

+ [aX” — BY” + (a— 8) Z’) (— Z"y + YY"- XX), 
où dans le second facteur nous avons d’abord le terme — 2a8y x (X° + Y” +Z”) et 
puis le terme — 2 (aX'X” + BY'Y” + yZ'Z”) x (X"+ Y” +7). 


La seconde partie est donc 
4X’ Y'Z' (X”? + y’: + z”) [- aßy pen GEE” + BY" y db yZ7)] 


et en réunissant les deux parties et en omettant le facteur —4X’Y’Z" x (X"+ Y"+ 2”), 
l'équation devient 
2aBry + aX'X" + BY'Y”"+7yZ'7"= 0, 


savoir : 

2 ( igita 29 (Z” t'a ZX”) (X” L E + (Fr? a Z”) F. 48 sd + (Z" X") na | ‘ide + (X”— 7) » À ie p= 0, 
équation trouvée par M. Bouquet dans sa “Note sur les surfaces orthogonales” 
(Journal de M. Liouville, t. X1., pp. 446—450, 1846), et reproduite par M. Serret dans 


son “Mémoire sur les surfaces orthogonales ” (Journal de M. Liouville, t. X11., pp. 241—254, 
1847). 
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[Pp. 324—330.] 


En considérant une famille orthogonale (savoir: une famille de surfaces qui fait 
partie d’un système orthogonal), on peut se proposer la question: Étant donnée une 
surface de la famille, trouver de la manière la plus générale la famille. J'essaye de 
résoudre cette question en développant les trois coordonnées selon les puissances d’un 
paramètre ; et, quoique je n’aie encore calculé que les trois premiers termes des trois 
développements, les résultats me paraissent assez intéressants pour les soumettre aux 
géomètres. 


On peut, pour la surface donnée, considérer les coordonnées x, y, z d’un point 
quelconque de la surface comme des fonctions déterminées de deux paramètres p, q. 
Si, de plus, ces paramètres sont tels, que les équations des deux systèmes de courbes 
de courbure soient p = const., q= const. respectivement, alors (en écrivant pour abréger 


v a dde, de, Boe 
dp lo dq 29 dp dpdg 4) d 5» 


et de même pour y et z) ces coordonnées x, y, z, considérées toujours comme des 
fonctions de p, q, seront telles, que 


Lilo + YY + 2122 = 0, & Jh À |=0. 
La Yə Zə 
Ta Ya Z4 


J'écris ici et dans la suite X, Y, Z= Ņ2z— Yi, 28a — 2%1, VY — VY On a donc 
identiquement 
Xa + Yi + Zz = 0, 


Xx, + Yy, + Z2 = 0, 
et les deux équations mentionnées sont 
LLa + YY + 22 = 0, 
Xx, + Yy, + Zz, = 0. 
Je m'arrête pour remarquer que la dernière équation, dans sa forme originale, 
peut être remplacée par trois équations de la forme æ, + Ax, + Bæ, =0, et qu’en ajoutant 


les trois équations multipliées par 2, %, A respectivement, et aussi multipliées par 
Z, Yz, Za respectivement, on obtient les valeurs de À, B, exprimées en termes de 


E =g? +y? +z? et G=ax+y}?+2}? 
(E, G de Gauss), et que l’on trouve de là 


dèx 1 dE dx 1 dQ dx 


dpdq ` E dq dp™ G dp 4 ™™ 


avec les équations semblables en y et z. Ces équations sont, en effet, les équations 
(10 bis) de Lamé, “Mémoire sur les coordonnées curvilignes” (Liouville, t. v. 1840, p. 322). 
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Je suppose que les surfaces de la famille dépendent du paramètre r, lequel pour 
la surface donnée se réduit à r=0. Par le point (p, q) de la surface donnée on 
peut mener une trajectoire orthogonale aux différentes surfaces de la famille; les 
coordonnées £, n, & d’un point quelconque sur cette courbe seront des fonctions de 
P, q, r, lesquelles, pour r= 0, se réduisent à x, y, z respectivement; et j'écris 


E=x+ar+dr +... 
n =y +0r + er? +... 
Ê=2+cr + fr +, 


où a, b, c, d, e, f,... sont des fonctions inconnues de p et q. 


Pour exprimer que la courbe coupe orthogonalement les différentes surfaces de la 
famille, écrivons pour abréger 


Ma — M =X + Ar + Dre+..., X = ya — Ya, 
GE: art AA = Y + Br + Er? + ...; A = Yo — Yo + biz — ba, 
Em — Em = Z + Cr + Fret., ...... 


(où E = z ..., comme pour zT, Y, z). La condition cherchée est 


Kekk Dreta Br lra ZOE.. 
a + 2dr ta o  b+2er+.…. eH fre” 


laquelle doit être satisfaite pour une valeur quelconque de r; on a donc 


a) A kasi ie à RS 


A _2X _B_%Y_O_%2. 
a ei FDA Bale ? art 


(2) 


savoir, les équations (1) contiennent (a, b, c), les équations (2) contiennent de plus 
(d, e, f), et ainsi de suite. 


Pour qu’il y ait un système orthogonal, il faut et il suffit que lon ait 


AL + MMN + (ete = 0, 


pour toute valeur de r; on aura donc 


[0] Lido + YiYa + 2122 = 0, 
[1] Lill + Lol + Yb + Yadi + 2C + 261 = 0, 
[2] æd, + xad, + Yla + Ya + Zf à 2 AE + dû + biba + cc: = 0, 


savoir, l'équation [0] est satisfaite d'elle-même ; l'équation [1] contient (a, b, c), l'équation 
[2] contient de plus (d, e, f), et ainsi de suite. 
C. VIII. 36 
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Il paraît donc qu'il y a les trois équations (1), [1] pour déterminer (a, b, c); les 
trois équations (2), [2] pour déterminer (d, e, f), et ainsi de suite. Mais les choses 
ne se comportent pas ainsi On satisfait à (1), [1] par des valeurs de (a, b, c) qui 
contiennent une fonction arbitraire À, fonction qui est ensuite déterminée au moyen 
d'une équation à différences partielles du second ordre, obtenue au moyen des équations 
(2), [2]; on satisfait alors à (2), [2] par des valeurs de (d, e, f) qui contiennent une 
fonction arbitraire 0; je présume que cette fonction serait ensuite déterminée au 
moyen des équations (3), [3], et ainsi de suite; mais je mai pas encore fait les calculs 


ultérieurs. 


Par rapport à À, en remplaçant cette fonction par p=A VX? + Y? +Z, l'équation 


pour p est 

d'p__1 dE dp_1 d6 d_ 

dpdg E dq dp G dpd} ’ 
savoir, c’est la même équation que pour æ, y, 2: ainsi l’on y satisfait en prenant p 
égal à une fonction linéaire (avec terme constant) quelconque de x, y, 2. 


Pour obtenir ces conclusions, partant des équations (1), [1], les équations (1) donnent 
a, b, c=XX, AK, NZ, 


où À est une fonction de p, q: ces valeurs satisfont d’elles-mêmes à l'équation [1]. 
La vérification se fait sans peine; j'écris pour abréger mw, pour dénoter 2,4, + YY: + 22, 
et ainsi dans les cas semblables: l'équation à vérifier est donc 


a (AX) + 2, (AX), = 0, 
c’est-à-dire 
A (GX, + 2X1) + ALX + MLA = 0, 
où nous avons 
amx =0, mX =0; 


reste à trouver le coefficient a, XZ,+4,X,. Nous avons 


X = Y2 — YA, 
et de là 
X = y2 — Yi + Yaa — Yas, 


X, = Yis — Ys2ı + YZ — YZ, 


et de là, en faisant la somme des trois termes de æm, et æ X, respectivement, on 
trouve 
GX: =—| 2, Yis À |= 2k], 
Za, Yz 2a 
La, Yis Z4 


savoir: &X,+aX, est égal à —2 multiplié par ce déterminant, =—2Xx,, c'est-à-dire 
GX ,+4X,=0. Donc la fonction À est jusqu'ici indéterminée. 
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Passons aux équations (2), [2]. Substituant dans (2) les valeurs de (a, b, c), ces 
équations deviennent 


4 24. 0 108,0. ; [26 
AE, VA AP, NE, NE. NE; 
On y satisfait en écrivant 


2d, 2, %=X(0X+A), A(GY+B), A(0Z+0), 


où 0 est fonction de (p, q); en substituant ces valeurs dans l'équation [2], la fonction 
0 disparaît d'elle-même; mais on obtient pour À une équation linéaire entre À, M, À: 
et M, laquelle est ainsi une équation à différences partielles du second ordre, et, cela 
étant, on a pour d, e, f les expressions mentionnées, qui contiennent la fonction 6, 
fonction qui n’est pas déterminée par les équations (2), [2]. 


L'équation [2], sous la forme abrégée, est 


dde + Ld + Qh = 0, 
c’est-à-dire 
a [A (0X + A) +a [A (0X + A)] + 2aa, = 0, 


ou, ce qui est la même chose, 
À [m (0X + A), +2: (0X + A)]+ 22 (0X + À) + Aa: (0X + À) + 2m0, = 0. 
Les termes en @ sont 
A [a (OX, + OX) + x (0X, + 8, X)] + XL O2, X + MOTX. 
qui s'évanouissent d'eux-mêmes ; l'équation se réduit donc à 
A (Ax + Ar) +M Aa + AAT + 20103 = 0, 
ou, en substituant la valeur de az, 


A (Am + A2) + AM + MA + 2(AX) AZX) = 0; 
on à 


AX) (AX) = (AX, + MX) (AX, + MX), = MXX: + AMXX, + AUX ZX: + Mid’, 
et l’on trouve sans peine Aa, =— mX, Ar, =—a.X, et de là 
At =- (AX) X, =- -AX X,, 
Am, = -— (AX) X, =—MX? -AX X.. 


Substituant ces valeurs, l'équation entière contiendra le facteur A, et en lécartant, elle 
devient 
Ax + At + AZ + MXÂZX, + 2X, X. = 0. 
36— 2 
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Pour abréger encore la notation, au lieu de x, (= æ? +y? +2), j'écris simplement 
11, et ainsi dans les cas semblables: savoir, je me sers des abréviations 
ll =g? +Y? +2, 
12 = 2,2, + YY: + 22 (= 0), 


et je remarque que l'équation 12=0, en prenant les dérivées par rapport à p, q 

respectivement, donne 15 + 24= 0, 23+14=0, équations qui servent pour éliminer des 

formules les expressions 15 et 23. Si pour un moment nous dénotons ainsi par 124 le 
G Yi À 

déterminant | æ Yə Z |, alors, en multipliant par les déterminants analogues 123 et 


Ta Ya Z4 
125 respectivement, l'équation 124=0 donne 


He, CPS or PIE Poe 
. 22 24 . 22 %4 
| 51 52 54 31 32 34 


dont chacune est une équation à trois termes entre les quantités 11, 22,... 


Nous avons 


À =Y (AZ) Y (AZ) + 2 (AY) — 2 AF), 
= À (122 — Yr +2Y, -2 Y3) +^ (2Y — YL) i ` (yl — 2Y); 


or nous avons 
Y, Z= at, — 201, dy: — dy, 


et en formant de là les valeurs de Y,, Y,, Z,, Z, om obtient sans peine 
À = [z (15 — 24) + x, (23 — 14) — z; . 22 + 2x,.12 — æ. 11] 
+M (2. 12 — x . 22) +2, (a, . 12 — æ. 11), 
ou, ce qui est la même chose, 
A =A [- 2z, . 24 — 2x, . 14 — x. 22 — m; . 11] — Ma . 22 — Am. 11. 


Écrivons pour un moment 
A =AP4NP' +NP"; 


nous avons 


A, =Pa+(P+P)MNtA P'X + PR, + Ph, 


A,= PA + P? M+(P+P/) + Put Pwo 
et de là 
A£, + A, = À (P,æ, + Pig) + [(P + P)) x, + P,a] 


+ [P24 (P + P))x]+XP'x 
+ A (P'a + P'a) + NP” 2. 
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[Pp. 381—385.] 
Les expressions de P,, P,,... contiennent les dérivées du troisième ordre 


PR RE PTE Lt 2 
dp? 63 dpdq 7) dpd@  * d 


Ai 


En formant les dérivées des équations 23+14=0, 15+24=0 par rapport à 
p et q respectivement, on obtient 


17 +26 + 2.34 =0, 
18 + 27 + 35 + 44 = 0, 
19+28+ 2.45 =0. 
On obtient alors 
P, = — 2x, (44 +17) + 2x, (34 + 17) 
— 4x; . 24 — 2x. 14 — 2%,.13 — £. 22 — a. 11, 


et de là la somme P,x, est 


= — 2, 22 (34 + 17) — 4. 23 . 24 — 2 . 24.14 — 2. 25 .13 — 26 . 22 — 28 . 11, 
ou, ce qui est la même chose, 


P æ, =— 22.17 — 11.28 + 2.14.24 — 2.25.13. 
On a de même 
P,=-— 2.x, (45 + 28) — 2. æ, (44 +18) 
— 223.25 — 2x, . 24 — 4m; . 14 — q, . 22 — x. 11, 


et de là la somme P,x, est 


=— 2.11 (45 + 28) -2.13.25 —2.14.24— 4.15.14 — 17 .22— 19.11, 


ou, ce qui est la même chose, 


Pæ = —22. 17 — 11 . 28 +2.14. 24— 2.25.13 (= Pim); 


on a donc 
P x, + Pæ, = — 2.22.17 — 2.11 .28 + 4.14.24 -— 4.25.13. 


On obtient sans peine les autres sommes 
+: Pa=0 Phr Pe aa. IT p2 Pao 
Po, = 11.94-22.13, Pa; =— 11,25 £32.14, 
et lon a ainsi 
Asm FA, œ= A (— 2.11.28 -2.22.17 +4.14.24-— 4.25.13) 
+^ (— 3. 11 . 25 — 2 . 22 . 14 — 22 . 23) 
+A (— 2.11.24 -— 11.15 -— 3.22.13) 
+, (— 2.11.22). 
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L'équation en À est 
At + Am +2AX,X,+ANXX,+LXX,=0, 
et l’on obtient sans peine 
XX, = 11.45 + 22.34 +3.14.24 + 25.13, 
XX, =11. 25 + 22.14, 
XX, =11.24 + 22.13. 
Donc enfin l'équation en À est 


[11 (— 28 +45) + 22 (— 17 +34)+3.14.24—925.13]J—2X,.11.25—X,.22.13—2X,.11.22=0. 


Cette équation est vérifiée par la valeur R= (= VX?+Y:+77); en effet, en 
dénotant pour un moment le premier coefficient par A, l’équation à vérifier est 
AV?+11.25.XX,+22.13.XX,+(X°.X,X,+ X°.XX,-3.XX,.XX,)=0, 
c'est-à-dire 
11.22A + 11.25 (22.13 + 11.24)+22.13(22.14+ 11.25) 

+11.22(11.45+ 22.34 +3.14.24 + 24.13 + XX.) 

— 3(22.13+11.24)(22.14+11.25)= 0, 
et l’on remarque qu'il n’y a ici que les termes —2(11°.24.25 +22°.13.24) qui ne 
contiennent pas le facteur 11.22. 

Savoir, l'équation est de la forme 


11 . 22 Q — 2 (11°. 24.25 + 22.13 .14)=0; 
mais, des équations mentionnées 123.124 = 0 et 125.124=0, on obtient 
22? , 13 . 14 = 11 . 22 (22 . 34 + 14 . 24), 
112. 24 . 25 = 11 . 22 (11 . 45 + 14.24). 
Donc l’équation entière contient le facteur 11.22 et, en l’écartant, elle devient 


Q — 2 (11.45 + 22.34 + 2.14.24)=0. 


On a 
Q=11.(-28+2.45)+922(—17+2.34)—925.13+3.14.24+ XX,: 


l'équation est donc 
—11.28—22.17—-25.13—-14.25+XX,=0; 


et l'on vérifie sans peine que la valeur de XX, est actuellement 


XX,=11.28+22.17 + 25.13 + 14.24. 
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Donc, en écrivant =h, l'équation en p ne contiendra que les termes en pı, Pz, pa- 


En effet, l'équation devient 


X115 G-22.130- (i - XX,- XX), 


où, comme auparavant, XX, dénote XX, + YY, +ZZ,, et de même XX, dénote 
XX., + YY,+ ZZ,. Nous avons déjà trouvé 


XX,=22.13+11.24, XX,=22.14+11.25; 


l'équation devient ainsi 
11.22p,—14. 22 p, — 24. 11 p, = 0. 
Savoir, cette équation est 


dp _1dE dp 1 dG dp. 


dpdg E dq dp G dp dg ` 


Pour compléter la solution, il convient ďexprimer A, B, C en termes de p. ` Nous 
avons 
A =) (— 2x. 24 — 2 x,. 14 — z. 22 — æ. 11) — Ma . 22 — Ma. L1. 


Substituant la valeur A= 5: le coefficient de p est 


FO 2m. 24 2m. 14m. 22 a. 11)+ pm. 22XX, +m. 11. XX) 
= a [11.22 (20.24 — 2r, 14— t. 22— as. 11) 


+x. 22 (13.22 + 24. 11) +2. 11 (14. 22 + 25. 11)], 


ou, ce qui est la même chose 


palm. 22 (22.18+ 11.15) + m. 11 (11.25 + 22. 23) — 11.22 (x. 22 + æ. 11)] 


Le terme entre [ ] est fonction linéaire de £s, Ys, Zs, £s, Ys, 5, et en réunissant 
les termes qui contiennent ces quantités respectivement, on le réduit sans peine à la 


forme 
X [11 (Xx; + Yys + Zz) + 22 (Xx, + Yy; + Z2z)], 


ou, ce qui est la même chose 


X (11.125 + 22. 123). 
Nous avons donc 


=- 5 (11.125 + 22.123) — D Gp. 29 + mp. 11). 
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Nous avons 


ll = £, 22 =Q, V = WVEG ; 
donc, en écrivant, pour abréger, 


(11.125 + 22.123) = 0, 


EG VE 
la valeur est 
1 dæ d dx d 
a 75 | dp dp * ” dq de) 


avec des expressions semblables pour B et C. Dans les expressions 2d = Jio (0X + À). 


la fonction # se combine avec la fonction arbitraire 0, de manière qu'il serait permis 
de remplacer 0+ 4 par un seul symbole 0, mais je retiens 0 +87. 


Donc, enfin, les expressions de £, », £ deviennent 


E=x+ pă rrp [CEDA e (e$ L+ E FA 


VEG VEG ` EG\" dpdp*” dj dq 3 
pY (0+0)pY_ p dy dp dy dp 
r st far, VEG ra (Cd y AES 
‘et pZ (0+0)pZ  _p [pdz dp dz £)] | 
= s+ F6" rti [REA 26 (Ca dé *E do A +... 


Je remarque que lon satisfait à toutes les conditions en prenant p=const. (ou, ce qui 
est la même chose, p=1), 0+0 =0: cela donne 


se toi 0e De 
À à JEG "JEG’ “VEG’ 


savoir, la famille est ici celle des surfaces parallèles à la surface donnée. 


[Pp. 1800—1803.] 

J'ai trouvé que l'équation différentielle du troisième ordre, sous la forme [ci-dessus 
trouvée], contient le facteur étranger X?+ Y?+ Z’, et que l'équation débarrassée de ce 
facteur devient beaucoup plus simple. La réduction et aussi la nouvelle méthode dont 
je me suis servi pour obtenir l'équation réduite sont toutes les deux assez pénibles; 
mais cette nouvelle méthode a l'avantage d'établir un résultat intermédiaire qui a 
quelque valeur. J'ai changé un peu la notation; aussi je commence en l'expliquant. 


Je prends U=0 l'équation d'une surface; X, Y, Z les coefficients différentiels du 
premier ordre; a, b, c, f, g, h les coefficients du second ordre; 


(A, B, ©, F, G, Hdx, dy, dz} =0 
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l'équation différentielle des courbes de courbure; savoir : 


A=2(hZ —9Y), 
B=2(fX—hZ), 
C =2(gY —-fÀX), 


F= hY -gZ —-(b-c¢c)X, 
G= fZ -hX-(c—a)}, 
H= gX -fY -(a—-b)Z; 


[(4), (B), (C), (F), (G), (H)](dx, dy, dz} 
=(4, B, C, F, G, H ğ Ydz — Zdy, Zdx — Xdz, X dy — Ydzx) ; 


(A)= BZ? + CY? — 2FYZ, 

(B) =0X: + AZ? —2GZX, 
(C)=AY?+ BX:-2HXY, 
(F)=—aTZ—fX? +gXY+hXZ, 
(G)=-bZX +fYX —-gY? +hYZ, 
(H)=—0cXY +fZX +gZY -h2 


ce qui explique la signification des symboles (4), (B), ...; aussi 
V= X'+ Y+ Zs, 
(a, b, ©, f, g, h)=(bc—f?, ca— g, ab — kè, gh—af, hf—bg, fg — ch). 


Cela étant, à chaque point P de la surface U = 0, je prends sur la normale une 
distance infinitésimale PP’'=p, où p est une fonction quelconque des coordonnées zx, y, z 
du point P; on obtient ainsi une surface, lieu des points P’, laquelle se nomme la 
surface voisine, et les points P et P’ sont des points correspondants sur les deux 
surfaces. 


et 


savoir : 


et 


Pour que les deux surfaces forment partie d'un système orthogonal, je trouve que 
la distance p, considérée comme fonction des coordonnées (x, y, z), doit satisfaire à 
cette équation différentielle du second ordre 


[(4), (B), (C), (F), (G), (H)] (dz, dy, d} p =0. 


Or, si la surface donnée U = 0 et la surface voisine sont des surfaces consécutives d’une 
famille r—f (æ, y, 2) =0; savoir, si l'équation de la surface donnée est r — f(x, y, z)= 0, 
et celle de la surface voisine r + dr —f(x, y, z)=0, on a 


p= V-VX YA, 
où dr est une constante; léquation devient ainsi 


1 
[(4), se] (dz, dy; di) z= 0, 
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où, à présent, X, Y, Z, a, b, c, f, g, h dénotent les coefficients différentiels de f(x, y, 2), 
ou (ce qui est la même chose) du paramètre r, considéré comme fonction des coordonnées 
æ, y, z Cette équation est done une équation du troisième ordre, à laquelle doit 
satisfaire la fonction p; multipliée par V*, elle est en effet l'équation [dont il s’agit], 
laquelle, comme j'ai déjà dit, contient le facteur V2: donc pour écarter le dénominateur, 
il suffira de multiplier par P». 


J'écris = Xd, + Ydy + Zd;, 


et de là 
òX, òY, Z =aX +hY +gZ, hX 4+bY+/fZ, gX +fY+c«Z, 


respectivement. On trouve 


1 
dè p=- ps +h +g ba) D XY, 
1 


de p=- E h +bf+ f+ Sf) + 3 5752, 


ou, en écrivant w=a+b+c, w =@ +b +7, ces valeurs deviennent 
ay AE EA èX 
ey Ra + òa) + +: i Js 


1 1 
dde p=- je +A) 3 Yaz. 


et, en substituant ces valeurs, les termes en w, & disparaissent d'eux-mêmes, et 
l'équation, multipliée seulement par — V3, se réduit à 

À 3 

[(4), .….] GG...) + (4), 1...) 1(4), 1 (8X, 87, 82ÿ=0, 

où le premier terme est 

(4)a+(B)5+(0)2+2(F)F+2(G)5+2(H)h 
et de même pour le second terme. 

Or je trouve que l’on a identiquement 


[(4),.….J(X, èY, 82) = Vr(4,..%5X, 8Y, ZY, 


de manière que l'équation est 


(A), ...1@ .….)+[(4), 1 (èa, ...)+3 (4, ..)(8X, 8Y, 5Zy = 


et, de plus, que l’on a identiquement 


(4), ...]1@ ...)=-(4,...) (X, èY, 5Z7ÿ= 21 5x, 8Y, &Z |. 
r ARE MT : 
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où X, Y, Z dénotent respectivement &X+h4Y +927, AX +bY+fZ, gX +fY +EZ; 
l'équation se réduit donc à 
[(4), ...] (ða, ...)+ Q =0, 


où Q peut être exprimé à volonté sous l’une quelconque des trois formes 
=+2[(4),...](a,.…), 
=+2(4,...U0X, SF, ZY, 
=—4| ÔX, èY, èZ |. 
> de “He : 
SX, UN: 57 
Prenant la première forme, l'équation est 
[(4), ...] (èa, ...)— 2 [(4), ..](a, ...)= 0, 
ou, ce qui est la même chose, 
(A) òa + (B) b + (C) ôc + 2 (F) Sf + 2 (G) Sg + 2 (H) èh 
-2 [(4)@ + (B)b +(0)t+2(F)f+2(6)J+2(H)h]=0, 


où les coefficients sont des fonctions données de X, F, Z, a, b, c, f, g, h, les coefficients 
différentiels de r du premier et du second ordre, et & dénote Xd, + Ydy + Zd,. 
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